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борок S=0,2 при условии, что . При  

наблюдается увеличение S до 1. Это связано с тем, что 

в ДОВ попадают значения, которые не встречаются 

в реальных условиях. В сравнении с бутстреп анализом 

предложенный алгоритм позволяет повысить точность 

модели до 40% RMSE на проверочной выборке.
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Стремительный прогресс в области управляющей 

вычислительной техники и, в частности, снятие мно-

гих ограничений по памяти и быстродействию по-

зволяет существенно усложнить алгоритмы управле-

ния технологическими процессами (ТП). Указанные 

тенденции привели к распространению идеологии 

«усовершенствованного управления процессами» 

(Advanced process control или коротко APC) [1]. Цен-

тральная идея этого подхода — управление на базе 

прогнозирующих моделей управляемого объекта 

(Model Predictive Control: MPС), то есть построение 

математического представления управляемого про-

цесса и встраивание этой модели в контур управления 

в режиме реального времени [2].

Практические разработки систем класса APC осу-

ществляются, главным образом, на крупных объектах 

нефтепереработки и энергетики [3]. В близкой пер-

спективе можно ожидать продвижения APC в менее 

«денежные» отрасли производств непрерывного типа.

Вместе с тем, на практике широко используется 

традиционная идеология двухуровневого управления 

с применением типовых регуляторов. Идея данного 
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Математика может быть 
занимательной, математические 
фокусы — впечатляющими, отношения, 
в которые вступают между собой 
цифры, — причудливыми. Числа  не 
управляют миром, но показывают, как  
управляется мир.
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Крошка сын к отцу пришел,
и спросила кроха:

— Что такое х о р о ш о
и что такое п л о х о ?

(В. Маяковский)
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подхода заключается в построении иерархической 

структуры, где верхний уровень предназначен для 

формирования рационального с технико-экономиче-

ских позиций режима функционирования ТП, а ниж-

ний уровень нацелен на стабилизацию ТП в окрест-

ности «спущенного» с верхнего уровня задания [4, 5].

Отмечаемые сторонниками концепции АРС пре-

имущества заключаются в универсальности данного 

подхода, который «не боится» нелинейных много-

связных динамических объектов, запаздывания в ка-

налах управления, ограничений на управляющие 

и выходные переменные, стохастического характера 

неконтролируемых возмущений. Получаемые в рам-

ках APC алгоритмы способны, по их мнению, обе-

спечить за счет повышения качества управления 

существенно больший экономический эффект от ав-

томатизации, чем традиционные методы. Этот тезис, 

однако, не столь очевиден, поскольку, как будет пока-

зано, при рациональном применении традиционный 

«двухуровневый» подход во многих случаях способен 

справиться со всеми перечисленными осложнениями, 

в принципиальном плане требуя для своей реализа-

ции меньших затрат.

Задача оптимизации управляемых непрерывных ТП 

Для широкого класса непрерывных ТП разноо-

бразные проблемы динамической оптимизации мо-

гут быть формализованы в виде задачи минимизации 

математического ожидания средних потерь на дли-

тельном интервале функционирования:

 

                                  (1)

Модель ТП обычно задается зависимостью векто-

ра выходных переменных y(t) от значений векторов 

управляющих воздействий u(τ), искажаемой некон-

тролируемыми случайными возмущениями n(t):

                                   
 (2)

               

При наличии характерных для ТП перекрест-

ных связей, сложной динамики, содержащей наря-

ду с инерционными звеньями элементы различного 

по каналам управления чистого запаздывания, и веро-

ятностных ограничений на управляющие и выходные 

переменные  и  за-

дача нахождения оптимального управления (1), (2) 

сложна для точного решения даже в простых вариан-

тах. В этих условиях могут применяться разного рода 

эвристические подходы к приближенному решению, 

два из которых рассматриваются в данной работе.

Идеология APC 

По сути, идеология APC опирается на схему так 

называемого разомкнуто-замкнутого управления, 

предложенную в семидесятые годы советским уче-

ным И. И. Перельманом [6] (рис. 1).

Она заключается в том, что на каждом шаге управ-

ления с использованием в регуляторе внутренней об-

ратной связи, включающей имитационную модель 

объекта (модель работает в реальном времени), про-

изводятся выделение, а затем перспективный про-

гноз случайных возмущений. Далее на основе такого 

прогноза путем «проигрывания» на имитационной 

модели управляемого процесса (модель работает 

в ускоренном времени) различных вариантов фор-

мируется многошаговая программа управления, оп-

тимизирующая критерий (1) с учетом ограничений, 

после чего реализуется начальный шаг намеченной 

программы. Путем замены неизвестных значений 

возмущений спрогнозированными осуществляется 

переход от вероятностной задачи оптимизации к де-

терминированной. При этом должна быть определе-

на программа   минимизирующая 

целевую функцию 

 

     

                     

при ограничениях 

                   

где  прогноз возмущений по данным контроля, 

полученным к текущему моменту времени t, а область 

 получена определенным «сужением» области 

 c учетом неточности прогноза возмущений на вре-

мя (τ – t).

Идеология двухуровневых систем 
с типовыми регуляторами 

Допустим, для определенности, что целевая функ-

ция имеет аддитивный характер 

                           

          

Рис. 1. Блок-схема системы разомкнуто-замкнутого управления
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а вероятностные ограничения заданы в виде двухсто-

ронних допусков

 

    
(3)

 

Если возмущения относительно малы (гипотеза 

слабовозмущенной системы), то можно вначале ими 

пренебречь и рассмотреть невозмущенную задачу 

статической оптимизации 

  (4)

где статическая модель ТП  соответствует 

установившейся реакции объекта (2) при нулевых 

возмущениях n(t) и постоянном управляющем воз-

действии .

Далее, «вспоминая» о возмущениях и расклады-

вая подынтегральную функцию в (1) в ряд Тейлора 

в окрестности режима с точностью до малых второ-

го порядка, а также линеаризуя в той же окрестности 

динамическую модель процесса (2) (гипотеза слабо-

нелинейной системы), приходим к дополнительной 

задаче минимизации среднеквадратических отклоне-

ний от решения задачи (4) 

       (5)

где 2Q и 2R — матрицы вторых производных функций 

φy и φu, положительно определенные при условии вы-

пуклости этих функций.

Рассмотренная декомпозиционная процедура по-

зволяет получить приближенное решение достаточно 

сложной исходной задачи (1) в рамках двухуровневой 

системы управления, где верхний «медленный» уро-

вень определяет оптимальные режимные параметры 

ТП  и , а нижний «быстрый» уровень оптимальным 

образом стабилизирует ТП в окрестности «спущенно-

го сверху» режима (рис. 2).

Задача верхнего уровня (4) решается одним из ме-

тодов математического программирования. Что каса-

ется задачи нижнего уровня, то для линеаризованной 

в виде системы линейных дифференциальных урав-

нений динамической модели (2) ее можно решить 

известными методами среднеквадратической опти-

мизации, получив при этом линейные законы управ-

ления с обратной связью по отклонению выходных 

переменных от режимных значений.

Поскольку в задачах оптимизации ТП по технико-

экономическим показателям целевая функция и ста-

тическая модель процесса обычно близки к линейным 

зависимостям, то решение задачи (4) может лежать 

на границах допусков (3). В этом случае сформирован-

ное рассмотренным образом приближенное решение 

исходной задачи (1)  

не удовлетворяет системе неравенств (3), и для устра-

нения этого недостатка следует заменить задачу (4) 

по необходимости более сложной задачей 

  
 (6)

где σu и σy — векторы среднеквадратических откло-

нений (СКО) переменных u(t) и y(t) от своих средних 

режимных значений  и , а диагональные матрицы 

весовых коэффициентов ρu и ρy задают допустимые 

риски нарушения ограничений (3).

Модифицированная задача (6) отличается от ра-

нее сформулированной задачи (4) лишь необходимо-

стью создания так называемых страховых запасов, что 

сводится к определенному ужесточению исходных 

ограничений. Это делается для того, чтобы с задан-

ной степенью риска гарантировать соблюдение до-

пусков (3) в условиях случайных возмущений. Кро-

ме того, следует модифицировать критерий задачи 

стабилизации. Как показано в [7], задача нижнего 

уровня управления может быть приближенно сведена 

к стандартной задаче типа (5) со специальным обра-

зом преобразованными матрицами Q и R. Таким об-

разом, и при наличии ограничений на управляющие 

и выходные переменные задача оптимизации ТП мо-

жет быть приближенно решена в рамках двухуровне-

вой структуры системы управления.

Здесь, однако, могут возникнуть серьезные труд-

ности при попытке применить стандартные мето-

ды пространства состояния [5] для решения задачи 

стабилизации режима на нижнем уровне управле-

ния. Сложности обусловлены характерными для 

объектов непрерывной технологии запаздыванием 

в каналах управления и измерительными 

шумами. В этих условиях более удобными 

нередко оказываются типовые ПИ- и ПИД-

регуляторы — для их реализации нет необхо-

димости вычисления производных высокого 

порядка от неточно контролируемых пере-

менных. Линеаризованные модели достаточ-

но общего вида, пригодные для описания ши-

рокого круга ТП, могут быть записаны в виде 

передаточной матрицы  

[8]. Задача настройки многомерного ПИД-

регулятора  заключается 

в определении матричных коэффициентов 

A, B и C (для ПИ-регулятора C=0) из условия Рис. 2. Блок-схема двухуровневой системы управления
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минимума показателя качества 

управления (5). В [9, 10] разра-

ботаны метод и пакет программ 

приближенного численно-ана-

литического решения этой за-

дачи для систем произвольной 

размерности.

Сравнительный анализ двух 
схем управления [11] 

Для сравнения двух назван-

ных подходов был выбран инер-

ционный объект с запаздыванием 

                  ,             (7) 

где D — оператор дифференцирования, u и n — управ-

ляющие воздействия и неконтролируемые возмуще-

ния, K — коэффициент усиления, T и τ — постоянная 

времени и запаздывание.

В качестве цели управления рассматривалась мак-

симизация среднего уровня выходной переменной 

в системе, функционирующей в условиях случай-

ных возмущений. Задача осложняется необходимо-

стью учета вероятностных ограничений на диапазон 

управляющих воздействий и на максимальный уро-

вень выходной переменной.

Задача оптимизации формулируется в виде 

 

  

где εy и εu — допустимые риски выхода за ограничения.

Аналитическое решение задач стохастической ди-

намической оптимизации затруднительно, поэтому 

применим к решению два ранее упомянутых подхода. 

Начнем с более простого двухуровневого управления. 

Метод реализует идею частотной декомпозиции. За-

дача верхнего уровня состоит в оптимизации ква-

зистатического режима, а нижний уровень призван 

стабилизировать ТП в окрестности оптимального ре-

жима. Сначала, пренебрегая случайными возмущени-

ям n(t), то есть полагая n(t)=0, находим оптимальный 

квазистатический режим. При этом решается задача

 

    

Предположим, что, как это обычно и бывает, обе-

спечен определенный запас по управлению, то есть 

. Тогда при K >0 решение задачи оче-

видно — управление должно поддерживаться на по-

стоянном уровне .

Далее решается динамическая задача стабилиза-

ции оптимального режима в системе, показанной 

на рис. 3.

Передаточная функция регулятора W(p) может 

формироваться разными способами. Наиболее рас-

пространены законы регулирования типа ПИ- и ПИД-

регуляторов. Одним из наиболее популярных методов 

настройки их параметров является «метод внутрен-

ней модели» (Internal Model Controller: IMC [12]). 

Во-первых, он приводит к про-

стым формулам для расчета 

параметров типовых регулято-

ров. Во-вторых, из вывода фор-

мул IMC-метода становится ясно, 

что при правильной настройке 

типовые регуляторы прибли-

жаются по качеству управления 

к регулятору-предиктору, обе-

спечивающему минимальный 

уровень σy — СКО выходной пе-

ременной от заданного режимно-

го значения. Близок к IMC-методу компенсационный 

метод настройки параметров типовых регуляторов [13], 

его преимущество заключается в возможности учета 

различных инженерных требований к переходным 

процессам в системе управления.

Пересчитанное с учетом нескомпенсированной 

части возмущений управление верхнего уровня имеет 

вид, , где ωy- константа, завися-

щая от εy.

Теперь рассмотрим алгоритм разомкнуто-замкну-

того управления. Идея метода состоит в выделении 

неконтролируемых возмущений n(t) путем сравнения 

выхода объекта управления (ОУ) с выходом модели, 

работающей в реальном времени (рис. 1), предсказа-

нии их поведения  в будущем, формировании 

программы управляющих воздействий, призванных 

скомпенсировать предсказанные возмущения, и ре-

ализации начального шага этой программы. В итоге 

реализуется так называемое разомкнуто-замкнутое 

управление, сочетающее программное управление 

с управлением с обратной связью по ошибке.

В соответствии с принципом максимума Понтря-

гина для скорейшего достижения требуемого значе-

ния выходной переменной необходимо использовать 

релейное управление, поддерживая управляющее воз-

действие на верхней или на нижней границе. Если же 

выходная переменная достигла требуемой величины, 

то в дальнейшем управление должно формироваться 

из условия, что выходная переменная следует задан-

ной программе. С учетом запаздывания τ в каждый 

момент времени t заданная программа формируется 

на интервал времени .

Для каждого θ>0 эта программа задает требуемое 

значение выходной переменной 

 

              
 ,         (8)

 

исходя из стремления достичь максимального уровня 

ymax с учетом прогноза возмущений  и стра-

хового запаса , связанного с ошибками 

этого прогноза .

Управление u(t), которое необходимо для удержа-

ния выходной переменной y(t) на требуемой траекто-

рии (8), представляет собой сумму постоянного (при 

условии стационарности случайных возмущений) ре-

жимного значения  и корректи-

Рис. 3. Блок-схема системы стабилизации
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рующей добавки . Последнее 

преобразование физически не реализуемо, так как 

старшая степень полинома в числителе выше, чем 

в знаменателе. В таких случаях, переходя к так назы-

ваемому «реальному» дифференцированию, допол-

няют передаточную функцию последовательным 

инерционным звеном первого порядка с малой по-

стоянной времени Tf.

Для исключения ведущих к износу исполнитель-

ных механизмов частых переключений управля-

ющего воздействия с одного крайнего положения 

в другое и обратно в закон управления вводится зона 

нечувствительности δ так, чтобы релейное управле-

ние производилось лишь при достаточно серьезном 

отклонении выходной переменной от расчетной 

программы. Иными словами, релейное управление 

должно включаться лишь при нарушении условия 

.

В итоге приходим к алгоритму разомкнуто-зам-

кнутого управления, блок-схема которого приведена 

на рис. 4.

Сравнительный анализ двух схем управления был 

выполнен на численном примере путем имитацион-

ного моделирования в среде Matlab-Simulink приме-

нительно к объекту типа (7) с параметрами 

         .

Случайные возмущения моделировались путем 

пропускания белого шума ζ(t) единичной интенсив-

ности через инерционное звено первого порядка 

с постоянной времени, равной 30. Моделирование 

двухуровневой схемы управления, выполненное при-

менительно к ПИ-регулятору, показало, 

что на нижнем уровне при субоптималь-

ной настройке регулятора, рассчитанной 

по компенсационному методу [13], сред-

неквадратическое отклонение выходной 

переменной от задания верхнего уровня 

составляет σy = 0,16 при интенсивно-

сти управляющих воздействий σu = 0,21. 

Если считать, что отклонения y от сред-

него значения с высокой вероятностью 

не превышают «трех сигм», то исходя 

из требования соблюдения ограниче-

ния y(t) ≤ ymax, максимальное допустимое 

среднее значение выходной переменной 

составляет .

Моделирование системы «усовер-

шенствованного управления» при δ = 0,1 

и Tf = 0,05 дает следующие результаты 

σy = 0,14, σu = 0,46, . 

Таким образом, двухуровневое управ-

ление уступает по критерию оптимиза-

ции  всего [(4,58–4,52)/4,58] 100=1,3%, 

но требует вдвое меньшей амплитуды 

управляющих воздействий.

Заключение 

Рассмотрены два достаточно универсальных под-

хода к приближенной оптимизации управления 

непрерывными ТП, которые характеризуются слож-

ной многомерной и, вообще говоря, нелинейной 

динамикой, перекрестными связями между управля-

ющими воздействиями и выходными переменными, 

случайными неконтролируемыми возмущениями, 

ограничениями на допустимую область изменения 

переменных. Первый подход, получивший название 

усовершенствованного управления ТП, базируется 

на идее разделения задачи управления на две относи-

тельно автономные части: выделение и статистиче-

ский прогноз случайных возмущений и компенсация 

спрогнозированных возмущений методами детерми-

нированной теории управления. Второй подход ос-

новывается на идее частотной декомпозиции, когда 

«медленный» верхний уровень системы рассчитывает 

оптимальные режимные параметры ТП и «спускает» 

их в качестве заданий на нижний «быстрый» уровень, 

который стабилизирует ТП с применением типовых 

регуляторов. Сложности с настройкой многочислен-

ных параметров алгоритма управления можно преодо-

леть с использованием упоминаемого в статье пакета 

программ настройки многомерных типовых регулято-

ров для многосвязных ОУ произвольной размерности.

Оба рассмотренных подхода применены к одной 

и той же модельной задаче управления, где требуется 

поддерживать на максимально высоком уровне выход 

инерционного объекта с запаздыванием в условиях 

неконтролируемых случайных возмущений, соблюдая 

при этом ограничения на управляющее воздействие 

и выходную переменную. Смысл этого примера за-

Рис.4. Блок-схема алгоритма управления разомкнуто-замкнутого типа
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ключается, разумеется, не в том, чтобы поставить точ-

ку в сложном вопросе сравнения двух альтернативных 

подходов в пользу одного из них. Каждый из методов 

имеет свои «про» и «контра». Цель — показать, что тер-

мин «усовершенствованное управление» носит, в из-

вестной мере, условный характер, и что в конкретных 

случаях как по качеству управления, так и тем более 

по комплексным экономическим параметрам тяготею-

щий к традиционной автоматике «двухуровневый под-

ход» может успешно конкурировать с альтернативным 

инновационным подходом APC. Можно предположить, 

что это в большой мере относится к относительно слабо 

нелинейным и слабо возмущенным объектам управле-

ния. Важно отметить и то, что возможны комбинирован-

ные схемы управления, сочетающие оба рассмотренных 

подхода. Так, расчетные данные APC систем в каче-

стве уставок обычно передаются типовым регуляторам. 

С другой стороны, в двухуровневых системах при значи-

тельном запаздывании в ОУ на нижнем уровне вместо 

типовых регуляторов могут использоваться алгоритмы 

управления с выделением и прогнозом неконтролируе-

мых возмущений, что типично для APC.
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В учебном пособии излагаются основы теории управ-

ления в современной форме. Помимо традиционных раз-

делов теории линейных систем в книгу включены вопросы 

управления в условиях неопределенности (робастность, 

внешние возмущения), управления нелинейными систе-

мами (абсолютная устойчивость, теоремы Ляпунова, хаос), 

техника линейных матричных неравенств. В приложениях 

содержится требуемый математический аппарат. Много-

численные примеры демонстрируют особенности приме-

нения теории.

Учебное пособие представляет собой «навигатор» по 

таким направлениям математической теории управления, 

как: неопределенность в системах управления (стохастиче-

ские и адаптивные системы, идентификация, управление с 

итеративным обучением); оптимизация (в задачах большой 

размерности; распределенная, невыпуклая) и управление; 

системы с распределенными параметрами, многоагент-

ные и сетевые системы управления; интеллектуальное 

управление (системы с переключениями, нечеткие систе-

мы, искусственные нейронные сети); стратегическое по-

ведение в системах управления, описываемое аппаратом 

дифференциальных, кооперативных, иерархических или 

рефлексивных игр. Его целью является расширить круго-

зор студентам магистратуры и аспирантам математических 

и технических специальностей, уже освоившим теорию 

автоматического управления по классическим учебникам, 

т. е. дать им общее представление о многообразии задач и 

направлений современной теории управления.
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Теория управления (дополнительные главы). Под ред. Д. А. Новикова. 
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