
Ââåäåíèå
За последнее время в разных областях промыш-

ленности возникла необходимость в решении вероят-
ностных задач, связанных с работой так называемых
систем массового обслуживания (СМО). Задача за-
ключается в определении зависимости результирую-
щих показателей работы СМО (вероятность того, что
заявка будет обслужена; математического ожидания
числа обслуженных заявок и т.д.), построении модели
СМО производства, а также исследовании поведения
характеристик ее эффективности. Результирующими
показателями и ключевыми характеристиками СМО
являются показатели эффективности СМО, описы-
вающие способность данной системы справляться с
потоком заявок.

Моделирование процесса обслуживания необхо-
димо для определения распределения вероятностей и
математического ожидания следующих величин:
длины очереди, числа требований (заявок) на обслу-
живание, времени ожидания требования в системе,
периода занятости системы и т.п. Одной из главных
целей исследования является оптимизация и выявле-
ние узких мест работы системы, а также снижение
числа потерь заявок на обслуживание и, как следст-
вие, увеличение производительности предприятия.
Для моделирования используются методы и способы

теории массового обслуживания. В статье происхо-
дит выработка единого подхода для производствен-
ных систем, в состав которых входит и система обслу-
живания, а также условия применения аппарата тео-
рии массового обслуживания (ТМО)  для выбранной
области.

Новизна представленных подходов заключается в
том, что математический аппарат, использующийся
для стохастического моделирования именно ТП, ма-
ло представлен в литературе и самое широкое распро-
странение находит лишь по исторически сложившей-
ся тенденции в области распределенных информаци-
онных систем и сетей связи. Разработанная матема-
тическая модель может быть гибко адаптирована для
применения во многих ТП, характеризующихся не-
которыми рассмотренными ниже признаками, и вы-
ступать основой для более сложных моделей цехов,
производств и других больших систем. 

Предлагаемые математические методы позволяют
оценить эффективность работы существующей СМО
на примере функционирования цехов вулканизаци-
онного производства и разработать при необходимо-
сти более сложные и точные модели процесса обслу-
живания. Известно, что вулканизация является за-
вершающей стадией в производстве автомобильных
покрышек. Собственно процесс вулканизации про-
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в логический блок, где они сравниваются с эталонными
значениями модели. Остается проверить, попадает ли
разница значений переменной эталонной модели и той
же переменной объекта диагностирования в простран-
ство исправных, работоспособных или неработоспо-
собных состояний. В результате чего пользователю бу-
дет выведена информация о состоянии блока, контро-
лируемого в заданной точке. Процедура выполняется на
основе разработанных продукционных правил, содер-
жание которых отличается от правил первого уровня,
приведенных ранее. Это изменение связано с усложне-
нием системы продукционных правил, т.к. приходится
анализировать параметры от трех устройств в их комби-
нации, а в случае с моделью М3 система правил стано-
вится еще сложнее и имеет значительное число записей
для правил.

В результате исследований электромеханической
системы были отлажены модели, каждая из которых

обеспечивает заданную глубину для данного уровня
декомпозиции и пригодна для диагностирования.
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исходит в специальных аппаратах, форматорах, каж-
дый из которых вулканизирует одновременно две по-
крышки, полученные из цеха сборки. Число форма-
торов в цехе может быть достаточно велико (несколь-
ко десятков), что обуславливает необходимость эф-
фективной системы обслуживания производства.
Попытка разработки подобной системы и представ-
лена в данной работе. Теоретические результаты про-
иллюстрированы расчетами одной из существующих
систем обслуживания цеха вулканизации Ярослав-
ского шинного завода. 

Несмотря на широту возможных вариантов при-
менения описываемой модели для ТП производства,
не стоит забывать и об ограничениях, заключающих-
ся в наличии в модели динамически изменяющихся
приоритетов, большого числа рассматриваемых субъ-
ектов, трудностей определения потоков и т.д. Как
возможно преодолеть эти ограничения, рассмотрено
на примере соответствующих решений. Таким обра-
зом, подтверждаются широкие возможности модели,
построенной на математической основе СМО.

Óñëîâèÿ èñïîëüçîâàíèÿ òåîðèè ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ 
В общем случае возможность применения теории

массового обслуживания для исследования предмет-
ной области определяется следующими факторами [1]:

• число заявок в СМО должно быть массовым как,
например, при поступлении случайных заявок на вул-
канизацию покрышек. Заявки могут поступать в слу-
чайные моменты времени и могут обладать различной
степенью сложности и различным объемом, что при-
водит к случайному времени  их исполнения [2];

• заявки, поступающие на вход СМО, должны
быть однотипными [3];

• для проведения расчетов необходимо знать за-
коны, определяющие поступление заявок и интен-
сивность их обработки; потоки заявок должны быть
Пуассоновскими [4];

• структура СМО (последовательность обработки
заявки) должна быть жестко зафиксирована [5];

• субъектов из системы необходимо исключить
или описывать с постоянной интенсивностью обра-
ботки [6]; 

• число используемых приоритетов должно быть
минимальным, а приоритеты заявок – постоянными
(неизменными) в процессе обработки внутри СМО.

Îñîáåííîñòè ïîñòðîåíèÿ
àíàëèòè÷åñêèõ ìîäåëåé âóëêàíèçàöèîííûõ ñèñòåì

ТП вулканизации шинных покрышек полностью
удовлетворяет всем перечисленным условиям и может
быть промоделирован в терминах теории массового
обслуживания. Рассмотрим построение модели уст-
ройств с точки зрения теории массового обслужива-
ния на примере форматора-вулканизатора и погрузчи-
ка автопокрышек. В большинстве случаев, форматор и
погрузчик представляют собой одноканальные уст-
ройства, то есть обладают только одним каналом об-

служивания. Под каналом обслуживания будем пони-
мать возможность выполнения одной задачи.

Обслуживающее устройство имеет ограниченное
число источников заявок. Кроме того, необходимо
учитывать разнообразие заявок. Следовательно, наи-
более походящей моделью является одноканальная
разомкнутая СМО.

Для расчета можно принять, что очередь имеет не-
ограниченный размер, то есть необходимо обслужить
все заявки, поступающие в очередь. Каждая заявка
должна быть выполнена в определенные сроки, по-
этому СМО должна содержать заявки с приоритетами
(абсолютными и относительными).

На практике заказы на обслуживание Z для вулкани-
зации можно разбить на r составных частей zi. Каждую
часть можно обрабатывать отдельно: Z = {z1, z2, … zr}.

Потеря заявок неприемлема для данной предметной
области, так как может принести дополнительные рас-
ходы. Относительные приоритеты не позволяют вы-
полнить заказ, если в обслуживании находится большая
партия, поэтому остаются варианты с использованием
абсолютных приоритетов. Выбор одного из них зависит
от времени выполнения нового заказа T, требуемых для
этого ресурсов Res, исполнителя Hu и др. Если процент
выполненной работы меньше какого-нибудь критерия
Kr, то заявка обслуживается заново полностью:

Zi/Z < Kr, Kr = func(T, Res, Hu …),

где Zi – доля выполненной работы.
Основная сложность математической модели та-

кой СМО заключается в том, что заявка с малым при-
оритетом может быть не обслужена. Для избежания
таких ситуаций необходимо менять приоритеты во
время обслуживания.

Главным критерием для выставления приоритетов
является время выполнения заказа. Отсюда следует,
что нужно использовать СМО с ограниченным вре-
менем ожидания (рис. 1).

В рассматриваемой СМО не должно быть отказов,
а это значит, что поток отказов по времени выполне-
ния заявки λотк.вз. нужно перенаправить и добавить в
поток срочных заказов λсрочно (рис. 2).В результате этих
операций получится суммарный поток λсрочно. Объеди-
нение потоков переводит СМО в разряд замкнутых.
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Такая схема организации требует ограничения
очереди таким образом, чтобы все заказы были вы-
полнены вовремя. Размер очереди в этом случае
уменьшится и будет равен n. Это приведет к появле-
нию потока отказов по длине очереди λотк.до.. Если в
системе имеется несколько типов приоритетов, то
схема системы массового обслуживания значительно
усложнится [7].

Для упрощения математической модели можно
воспользоваться одноканальной разомкнутой СМО с
ограниченной очередью размером m. Основными па-
раметрами этой модели СМО являются абсолютная
пропускная способность А (число заявок в единицу
времени) и вероятность отказа заявки Pотк:

Pотк = [(λ/ρ)
m+1

(1 – λ/ρ)]/[1 – (λ/ρ)
m+2

],

A = λ (1 – Pотк) =
λ(1 – [(l/ r)

m+1
(1 – λ/ρ)]/[1 – (λ/ρ)

m+2
]),

где λ – интенсивность поступления заявок; ρ – ин-
тенсивность обслуживания заявок.

Средняя длина очереди (число элементов, ожида-
ющих обслуживания) ω, среднее время ожидания за-
явки в очереди Tω и время пребывания заявки в сис-
теме массового обслуживания Tq являются важными
характеристиками для СМО с очередями:

ω = (λ/ρ)
2
{1-(λ/ρ)m[m + 1 – m(λ/ρ)]}/

[1 – (λ/ρ)
m+2

](1 – λ/ρ)

Tω = ω/l, Tq = Tω + A/λρ.

Соотношение длин очередей n и m зависит от про-
центного содержания работ с разными приоритетами
и временем их выполнения.

Для простоты вычислений положим, что сущест-
вует два типа приоритетов заказов. Введем некий ко-
эффициент ξ, характеризующий соотношение между
потоками срочных λсрочно и несрочных заказов партий
покрышек λнесрочно:

ξ = (λΣсрочно)/λнесрочно, (1)

(λΣсрочно) = ξ(λнесрочно).

Чтобы обеспечить эффективность работы, время
обработки всех заказов должно быть больше, чем ин-
тенсивность заявок:

(1/ρ)<1/(λΣсрочно + λнесрочно), (λΣсрочно + λнесрочно)< ρ.

Подставляя в это соотношение (1), получим:

λΣсрочно < ρ ⋅ ξ/(ξ + 1); λнесрочно< ρ/(ξ + 1).
Если известно оптимальное значение коэффициен-

та ξ и интенсивность обработки заявок за единицу вре-
мени, можно найти ограничения для потоков и соотно-
шение между ними. Оценим значение коэффициента ξ.
Очевидно, что чем больше срочных заказов, тем мень-
ше должна быть длина очереди. Следовательно, коэф-
фициент ξ обратно пропорционален длине очереди:

ξ~1/n, ξ = k/n, n1 = (k1 ⋅ n50/50)/ξ, 
k = k1 ⋅ n50/50,

где k – коэффициент пересчета длины очереди; k1 –
коэффициент соответствия (он определяется закона-
ми распределения поступления и обработки заявок);
n50/50 – длина очереди при наличии 50% срочных и 50%
несрочных заявок; n1 – новое значение длины очереди.

Если исходить из длины очереди nнесрочно, в которой все
заявки несрочные, то формула примет следующий вид:

n1 = k1 ⋅ nнесрочно/(ξ + 1).

На рис. 3 приведен график, иллюстрирующий за-
висимость длины очереди от коэффициента ξ.

Рассмотрим предельные случаи. При ξ → ∞, n → 0
очередь будет отсутствовать. На вход поступают два
независимых потока заявок λ1 и λ2. Требования пер-
вого потока обладают старшим абсолютным приори-
тетом. Очередь отсутствует, поэтому заявка младшего
приоритета, обслуживание которой прервано, теря-
ется. Теряется также и заявка старшего приоритета,
когда канал занят обслуживанием заявки этого же
приоритета. Вероятность потери заявки Pпот опреде-
ляется следующей формулой:

Pпот = [λ1(λ1 + λ2 + ρ2)+ ρ1(λ1 + λ2)]/
[(λ1 + λ2)(λ1 + λ2 + ρ2)].

Если рассматривать заявки без приоритетов, то
получится одноканальная СМО с отказами. Такая си-
туация вполне возможна для шинного производства.
Например, имеется очень большое (для расчетов
можно принять бесконечное) число заказов на вулка-
низацию покрышек. Тогда отсутствует необходи-
мость создавать очередь. Такие ситуации могут воз-
никать лишь на небольшие промежутки времени во
время сильного роста производства.

При ξ → 0, n → ∞ очередь неограниченно возрастает.
Установившийся режим работы СМО может быть только
в случае, когда интенсивность входного потока не боль-
ше интенсивности обслуживания (λ/ρ ≤ 1). Пропускная
способность будет равняться интенсивности входного
потока, а среднее число заявок в очереди mk будет одной
из важнейших характеристик данной СМО. 

Отметим, что построенная система выступает более
простым и в то же время адекватным аналогом системе
имитационного моделирования, способной выполнять
схожие задачи, но для построения которой требуется
менее формализованное применение технологии тран-
зактов (задач) и  которая отличается несоизмеримо бо-
лее высокой вычислительной сложностью.
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Ïðèìåð ìîäåëèðîâàíèÿ ÑÌÎ
öåõà âóëêàíèçàöèè àâòîïîêðûøåê øèííîãî çàâîäà

С целью исследования существующей СМО и по-
следующего ее анализа рассмотрим заключительную
стадию производства автомобильных шин на Яро-
славском шинном заводе – вулканизацию покрышек.  

Существующая система является однолинейной,
так как используется единственный прибор обслужи-
вания заявок на линии (погрузчик). Структура моде-
лируемой системы, характеризующейся интенсивно-
стью общего потока требований µi на накопитель и
интенсивностью обслуживания требований mi одним
устройством, может быть записана как MB | MO | n | r,
где MB – распределение интервалов времени между
поступлениями требований; MO – распределение
времени обслуживания; n – число обслуживающих
устройств в СМО; r – число мест ожидания.

Значения интервалов времени между последова-
тельными моментами поступления требований и
интервалов времени обслуживания требований яв-
ляются независимыми в совокупности случайными
величинами. Поэтому поток заявок и поток обслу-
живания для данной системы является рекуррент-
ным и характеризуется показательной функцией
распределения. В качестве потока заявок и потока
обслуживания в данной системе приняты Пуассо-
новские потоки с показательными функциями рас-
пределения:

MB = 1 – e
-λ ⋅t

, MO = 1 – e
-µ ⋅t

.

Основные характеристики СМО цеха вулканиза-
ции автопокрышек:

- число форматоров-вулканизаторов в линии
N = 12;

- общая продолжительность вулканизации в фор-
маторе-вулканизаторе tвулк = 0,483 ч;

- число пресс-форм форматора (число одновре-
менно вулканизируемых покрышек) S = 2;

- среднее время обслуживания заявки τоб = 0,064 ч;
- число обслуживающих устройств n = 1;
- число мест ожидания r = N = 12;

Расчет системы массового обслуживания при ис-
пользовании данного количества обслуживающих уст-
ройств показал, что система массового обслуживания
линии форматоров-вулканизаторов перегружена на
40,4%, а производительность линии составляет  72,4%
от максимальной производительности линии. Опти-
мальное количество обслуживающих устройств равно
двум, тогда производительность форматора-вулканиза-
тора равна 96,71% от максимальной производительнос-
ти линии при 70,2% загрузке системы обслуживания. 

Кроме того, в результате проведенных в соответствии
с представленной выше методикой расчетов была полу-
чена структура СМО: MB | MO | 2 | 12. Дальнейшее увеличе-
ние числа обслуживающих устройств в данном примере
приведет к незначительному выигрышу по производи-
тельности линии и к сильному снижению загрузки об-
служивающей системы, что при данных начальных усло-
виях является экономически неэффективным.

Таким образом, предложена математическая мо-
дель описания процесса обслуживания цеха вулкани-
зации автопокрышек. Разработана методика приме-
нения аппарата теории СМО к ТП вулканизации в
форматорах-вулканизаторах. Анализ данной СМО
позволяет сделать вывод о запасе производительнос-
ти на устройствах обслуживания и возможности ее
увеличения (однако это невозможно без увеличения
производительности остальных позиций линии).
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